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On ?tudie dans ce texte la nature des contraintes qu'il est n?cessaire 

d'imposer aux pr?f?rences individuelles pour pouvoir d?finir une fonction 

de pr?f?rence collective qui satisfasse la forme faible de la propri?t? de 

Pareto, l'ind?pendance vis-?-vis des choix ext?rieurs et Tabsence de dictature. 

Des conditions n?cessaires et suffisantes sont explicit?es et appliqu?es ? 

divers exemples, permettant ?galement une r?interpr?tation des r?gles d'una 

nimit? et de majorit? (*). 

Le c?l?bre th?or?me d'impossibilit? d'Arrow [1] exclut tout espoir 
de construire une fonction de pr?f?rence collective qui satisfasse un cer 

tain nombre de conditions raisonnables d?s lors que l'ensemble des al 
ternatives ouvertes ? la collectivit? contient au moins trois ?l?ments et 

que l'on n'exclut aucun ordre de pr?f?rence individuel qui soit logique 
ment possible. Dans bien des cas, cependant, il n'est pas difficile d'exclure 
certains de ces ordres de pr?f?rence individuels ? partir de consid?rations 
a priori. Ainsi, dans un cadre ?conomique classique o? les alternatives 

(*) Je suis tr?s reconnaissant envers Kenneth Arrow et Frank Hahn pour les 

observations pertinentes et approfondies qu'ils firent ? propos des diff?rentes versions 

de ce texte. Parmi les autres personnes dont les suggestions me furent particuli?rement 

utiles, citons Hugo Sonnenschein et Mark Satterthwaite. 
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collectives correspondent ? des distributions diff?rentes de biens entre 

les agents, une alternative x, qui ne diff?re d'une alternative y qu'en 
ce qu'elle attribue ? un agent une moindre quantit? de chaque bien, 

peut parfaitement ?tre rang?e a priori par cet agent comme inf?rieure 

? y(*). 

Si de tels arguments permettent d'?liminer un nombre suffisant 

d'ordres de pr?f?rence individuels, il peut devenir possible de construire 
une fonction de pr?f?rence collective qui satisfasse toutes les condi 

tions d'Arrow (? l'exception, bien s?r, de celle qui suppose qu'il n'existe 
aucune contrainte sur les ordres de pr?f?rence individuels). Une telle 

fonction sera d?sormais appel?e une SWF d'Arrow (SWF 
= Social 

Welfare Function). Il est bien connu qu'on peut engendrer une SWF 

d'Arrow en restreignant les pr?f?rences individuelles ? ?tre unimodales 

([2] et [1]). L'unimodalit? permet en effet ? la r?gle ordinaire de vote 

? la majorit? de se qualifier comme SWF d'Arrow. Sen [4] et Sen et 

Pattanaik [6] ont renforc? ce r?sultat et obtenu des conditions n?ces 

saires et suffisantes pour que des r?gles de vote majoritaire satisfassent 
les conditions d'Arrow. Ce travail constitue, dans une certaine mesure, 

une extension de leurs r?sultats. En fait, notre principal r?sultat (th?o 
r?me 4) consiste en l'?nonc? de conditions n?cessaires et suffisantes 

pour qu'il existe une SWF d'Arrow sur un domaine de pr?f?rence indi 

viduelle. 

Voici le plan de ce texte. Dans la premi?re partie, nous d?finissons 
les notations et la terminologie utilis?es. En particulier, nous ?tablissons 
une liste des conditions qui sont le plus couramment exig?es des fonc 

tions de pr?f?rence collective. Dans la deuxi?me partie, nous pr?sentons 
plusieurs r?sultats pr?liminaires relatifs aux SWF d'Arrow. Le plus im 

portant d'entre eux tient dans le th?or?me 1, selon lequel, pour tout 

entier n sup?rieur ou ?gal ? 2, il existe une SWF d'Arrow ? n personnes 
sur un domaine donn? de pr?f?rences individuelles si et seulement si il 

existe une SWF d'Arrow ? deux personnes sur ce domaine. Ce r?sultat 

permet de r?duire l'analyse au cas ? deux personnes. Dans la troisi?me 

partie, nous pr?sentons des conditions n?cessaires et suffisantes d'exis 

tence d'une SWF d'Arrow sur un domaine de pr?f?rences individuelles 

soumis ? des contraintes (Th?or?me 4) ainsi qu'un corrolaire ?vident 

(le th?or?me d'impossibilit? d'Arrow). Dans la quatri?me partie, nous 

pr?sentons plusieurs exemples destin?s ? illustrer l'utilisation de ces 

conditions lorsqu'on a affaire ? des contraintes sur le domaine de pr?f? 
rences individuelles (Th?or?mes 5 et 6). 

(*) Pour une discussion des fonctions de pr?f?rence collective dans le contexte de 

l'?conomie, voir Maskin [7]. 
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1. TERMINOLOGIE ET NOTATIONS**) 

Soit A l'ensemble des alternatives ouvertes ? la collectivit? conte 

nant au moins trois ?l?ments. Une relation binaire S sur A est un sous 

ensemble de A x A. Pour tout a, b G A nous ?crirons ?aSb? pour signifier 

<<(a,b)eS?. La restriction de S ? un sous-ensemble B(CA), not? 

?SB? est S D B x B). S est reflexive si, pour tout a e A, aSa. Elle est 

transitive si aSb et bSc implique aSc pour tout a, b, c e A. Pour 

toute proposition logique P, soit ~P (lire ?non P?) la n?gation logique 
de P. S est asym?trique si pour tout a, b e A, aSb implique ~bSa. S est 

antisym?trique si pour tout a, Z? G A, aSb et bSa implique a = b. Re 

marquons que l'asym?trie implique l'antisym?trie. S est totale si pour 
tout a b e A avec a ?= b soit aSb soit bSa. S est un pr?ordre si elle 

est reflexive, transitive et totale. C'est un ordre fort si elle est asym? 

trique, transitive et compl?te. C'est une cha?ne si c'est un pr?ordre anti 

sym?trique (relation d'ordre total). Si S est un pr?ordre sur A, soit 

P(S) et I(S) les relations binaires d?finies comme suit : 

Va, be A , a?(S)b ssi aSb et ~bSa 

Va, be A , al(S)* ssi aSb et bSa. 

On v?rifie ais?ment que P(S) est asym?trique, I(S) reflexive, et 

que ces deux relations sont transitives. P(S) sera appel?e la relation 
stricte et I(S) la relation d'indiff?rence pour S. Si S est un pr?ordre sur 

B = 
{bx, b2 ,..., bm} C A alors nous notons S = 

(bl, b2,..., bm > si 

bl?(S)b2?(S)...?(S)bm. De m?me, 

S(PK) 
= 

(bK+l, bK+2 ,...,bm,bl,b2,...,bK), 

pour tout entier positif K et S"1 = 
(bm , bm_l,..., bx). 

Soit (RA la classe de tous les ordres sur les ?l?ments de A. Pour 
toute sous-classe (R C (<RA) et tout entier positif n(>2) on d?finit 
une fonction de pr?f?rence collective / sur le domaine restreint 
comme la correspondance 

/: <R" -? 
<RA 

o? (R" est le nieme produit cart?sien de (R. L'interpr?tation de / est 
la suivante. Un n-uv\e de pr?ordres (Ri,..., Rn) peut ?tre consid?r? 
comme un profil de pr?f?rences individuelles. R,. correspond au pr? 

(*) Notre terminologie en ce qui concerne les relations correspond pour la plus 

grande part ? celle de Sen [5]. 
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ordre de pr?f?rence du fme individu, et l'expression ?aRtb? 
corres 

pond ? l'expression ?a est au moins aussi d?sirable que b pour l'indi 

vidu i avec les pr?f?rences R??. Une fonction de pr?f?rence collective 

assigne ? chaque profil de pr?f?rences individuelles un pr?ordre de 

pr?f?rence collective. 

Nous remarquons que notre d?finition n'est ?videmment pas la 

d?finition la plus g?n?rale d'un domaine restreint. En g?n?ral le domaine 

d'une fonction de pr?f?rence collective ? n personnes peut ?tre n'im 

porte quelle sous-classe de (RA et non simplement ceux qui peuvent 

s'exprimer sous forme de produit cart?sien. Dans de nombreuses appli 

cations, il peut ?tre cependant raisonnable de supposer que, a priori, 
les pr?f?rences individuelles sont mutuellement ind?pendantes et res 

treintes ? la m?me sous-classe, auquel cas notre formulation est appro 

pri?e. C'est de plus l'approche habituellement suivie dans la litt?rature. 

Suivent toutes les propri?t?s qui sont souvent exig?es des fonctions 

de pr?f?rence collective /: (Rw -* 
(RA. 

Propri?t? de Pareto faible (P) : \/{a, b} C A, V(Rx,..., Rn) e <R", 
si V/G{1,2,..., 71} a?(R()b, 

alors a?(f(R, ,... ,Rn))b. 

Propri?t? de Pareto forte (P*) : V {a, b] C A, V(R v ..., Rn)e Rn 
si Vz e {1,..., n} aRtb, alors 

af(Rx,..., R?) b et si, en plus 

Ije {!,..., n} tel que a?(Rf)b. 
alors a?(f(R1,...,Rn))b. 

Ind?pendance des choix ext?rieurs (IIA 
= 

Independence of Irre 
levant Alternatives) \/{a,b}?A V(R?,..., Rn), (R' ... 

,R'n)e <Rn , si 
Vie {1,..., n} aR{b ssi aR\b et bRta ssi bR\a, alors aRb ssi aRfb 

et bRa ssi bR'a, o? R = 
f(R, ,..., RB) et R' = 

f(R[,..., R^)(*). 

Une condition habituelle qui inclut IIA est : 

Neutralit? (N) : V(a,b,c,d) G A, V(Rt,... ,Rn) , (R[,... ,R'n)e <Rn 
si Vie{\,...,n}(aRib ssi cR?d) et (bRtassi dR?c), alors (af(Rt ,...,R'n)b 
ssi c/(R;,..., R'n)d) et (bf(Rl9...,Rn)a ssi df(R[,..., R')c)(**). 

Habituellement on impose une condition de non dictature aux 
SWF. Un dictateur est un individu dont les pr?f?rences strictes sont 

toujours refl?t?es par les pr?f?rences collectives. Si, malgr? tout, (R est 
un domaine tel que \/{a,b}C_A ??(RQ)b pour certains R0 C (R im 

plique aRb pour tout RCfi, alors la pr?sence d'un dictateur n'est pas 

(*) Ceci est la d?finition ?relationnelle? de IIA par opposition ? la formulation 

en terme d'ensemble de choix de Arrow. Les deux d?finitions sont d'ailleurs ?qui 
valentes (voir Sen [ 5 ]). 

(**) La neutralit? peut aussi ?tre formul?e de telle sorte qu'elle n'implique 

pas IIA. Dans la d?finition ci-dessus, remplacer simplement R? par R.. 
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particuli?rement choquante. En v?rit?, sur un tel domaine chaque indi 
vidu est un dictateur si on invoque la forme forte du principe de Pareto. 
Nous proposons donc les d?finitions suivantes : 

D?finition : Un couple {a,b}eA est non-trivial par rapport ? (R 
si 3R1,R2G(R tel que a?(Rx)b et b?(R2)a. 

Soit N((R) l'ensemble des couples non triviaux dans A. (R sera 

dit non-trivial si N((R) =? (p. 

Non-dictature (ND) : Si (R est non trivial, alors il n'existe pas de 
ie {!,..., n} tel que V(RX,..., Rn) G (R V{a,b} ?A, a?(R{)b im 

plique a?(f(R,... ,Rn)b. Un renforcement habituel de cette condi 
tion est l'anonymat. 

Anonymat (A) : Si o est une permutation de {1,2,..., n} et pour 

(Rt ,. . . , R?), (R;, 
. . . , K)ea\ (R, ,. . . , RJ 

= 
(R;(1),...,R^ors 

/(Rj ,..., Rn) 
= 

f(R[,..., R^). Plus fort que ND mais plus faible que 
A est la non-dictature sur un sous-ensemble B C A. 

Non-dictature sur B (C A) : Soit (RB = 
{RB|R G (R}. D?finissons 

/B : ?R*)" 
-* <RB telle que /B(Rf,..., RB) 

= 
/(R1,..., R?), alors fB 

satisfait ND. 

Les trois propri?t?s suivantes tentent, ? des degr?s divers, d'ex 

primer l'id?e que si certains individus modifient leurs pr?f?rences en fa 
veur de l'alternative a par rapport ? b, alors a ne devrait pas ?tre d?fa 
voris? par rapport ? b dans la pr?f?rence collective. 

Association positive des valeurs (PA) : Va G A, V(Rj ,..., Rn), 
(r;,...,r;)g<r" si 

(1) VcGA Vie{\,..., n} aRtc implique aR\c et ?zP(R,.)c im 

plique a?(R[)c 

(2) Vb , c G AI {a} Vie {1,..., n} bRtc ssi bR[c, alors Vb G A 

?P(fR1,..., Rn))b implique *P(/(R;,..., R'n))b. 

R?sonance non n?gative (NNR 
= 

Non-negative Responsiveness). 

Va G A V(Rl,...,Rn), (R[,..., R'n) G <RW, si les conditions (1) 
et (2) de la d?finition de PA tiennent, alors al(f(Rx,..., Rn))b implique 

al(f(R[,...,K))b, et a?(f(R1,...,Rn))b implique a?(f(R[,...,R'n))b. 

Monotonicit? (M) : V{a,b}?A V{(RX,..., Rn), (R[,..., R^)} C Rn, 

si (1) Vie {{,..., n} aRjb implique aR\b 
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(2) Vi G {1,..., n} aP(Ri)b implique a?(R?)b alors af(Rx,..., Rn)b 
implique af(R\,... , R'n)b et a?(f(Rt,..., Rn))b implique 

a?(f(Rl,...,Rfn))bn. 

Remarquons que (NNR) est un peu plus forte que (PA) ? cause de 
la condition suppl?mentaire concernant le cas d'indiff?rence. M, par 
contre, est plus forte que NNR et en fait implique IIA. Cependant, quand 
PA et NNR sont associ?es avec IIA sur des domaines sans contraintes, les 
trois propri?t?s sont ?quivalentes (**). 

Proposition 1 : Si / est une SWF ? n personnes sur 
<RA qui satisfait 

IIA, alors / satisfait PA si et seulement si elle satisfait M. 

D?monstration : Si / satisfait M, elle satisfait ?videmment PA. 

Supposons que / v?rifie PA et IIA sur (RA. Si / ne satisfait pas M, il existe 

{a,b}?A, {R},...,Ri),(R?,...,R*)CflA tels que (1) et (2) de la 

d?finition de M sont v?rifi?es et encore soit 

(DaltfiR},...^))* 
et 

b?(f(R\,...,R2n))a 
soit 

(2) a?(f(R\,..., Rln))b 
et 

bf(R\ ,..., R2n)a. 

Si ( 1 ) est v?rifi?e, choisissons 
(R\ ,..., R^), (R?,..., R?) e 

<Ra 
tels que 

(3) Vz G {1,..., n}, Rj et 
R^ classent a et b de la m?me fa?on, 

et 
R^ 

et 
Reclassent 

a et b de la m?me fa?on. 

(4) VceA/[a,b}, Vie {{,..., n) bR3.c implique bR*c et 
Z?P(Rpc 

implique ajP(R^)c. 

(5) V{c,d}?A/{b} Vie{\,...,n} cR*d ssi cR*d. D'apr?s (1), (3) 
et IAA, aI(f(R*,...,R*n))b 

et b?(f(Rx,... ,Rn))a. Mais ce dernier 
r?sultat ne v?rifie pas (4) et (5) parce que / v?rifie PA ; donc / v?rifie 

M. Le raisonnement est similaire si (2) est v?rifi?e. 

C.Q.F.D. 

Nous appellerons fonctions de pr?f?rence collective ? n-personnes 
d'Arrow (SWF d'Arrow), toute fonction de pr?f?rence collective ? n 

personnes qui satisfait P, IIA, et ND. La raison de cette d?finition est que 
ce sont ces propri?t?s qui, comme l'a montr? Arrow, sont, ensemble, 

(*) La propri?t? M est, parfois, appel?e NNR (voir Sen [5]). 
(**) L'?quivalence ne tient pas n?cessairement sur des domaines restreints. En 

g?n?ral, M est plus fort que IIA et NNR combin?es. 
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incompatibles avec l'existence d'une SWF sur (RA(*). Notre premier 

objectif sera de caract?riser ces domaines qui admettent des SWF d'Arrow 

? ?-personnes (**). Pour des raisons de simplicit? technique, une partie 
de cette ?tude ne portera que sur le cas o? les pr?f?rences individuelles 
sont des cha?nes (i.e. les classes d'indiff?rence sont des singletons)(***). 

Ce cas n'est pas sans int?r?t par lui-m?me. Par exemple dans un mo 

d?le ?conomique avec des indivisibilit?s, il peut ?tre raisonnable de sup 
poser qu'il n'y a pas deux complexes distincts de biens qui procurent 
exactement la m?me satisfaction ? un individu. 

2. RESULTATS PRELIMINAIRES 

Soient A et (R d?finis comme pr?c?demment, nous commen?ons 
par une d?finition. 

Omission: Pour tout triplet d'alternatives {a,b,c}?A, nous 

dirons que {a,b, c} est omis de (R si il n'existe pas R G (R tel que <zP(R) 

b?(R)c. 

Les deux lemmes suivants sont utilis?s dans la d?monstration du 

th?or?me 1. 

Lemme 1. ? Pour A d?fini comme pr?c?demment et (R ne comprenant 
que des cha?nes, s'il existe une cha?ne Q sur A telle que, pour tout 

{a,b,c}?A ?zP(Q) b?(Q)c implique que soit (b,c,a) soit (c,a,b) 
est omis de (R, alors il existe une SWF d'Arrow ? 2 personnes sur (R. 

D?monstration : Elle se fait par construction explicite. Supposons 
que Q a la propri?t? ci-dessus. Pour R1,R2E(R, construisons une rela 

(*) Dans la formulation premi?re de Arrow, la propri?t? de Pareto ?tait omise 

et remplac?e par la souverainet? du citoyen (pour tout couple d'alternatives a et b, 
il y a un profil tel que le pr?ordre collectif classe a au-dessus de b), et PA. On peut 

montrer facilement que la souverainet? du citoyen et PA ensembles impliquent P. 

Par cons?quent, la formulation d'origine est ?quivalente ? supposer P, ND, IIA et 

PA. Nous montrerons plus loin que les conditions d'existence d'une SWF d'Arrow 

sont les m?mes que PA soit suppos?e ou non. 

(**) Nous choisissons d'imposer seulement P, IIA et ND parce qu'elles 
semblent ?tre parmi les moins discutables des propri?t?s habituelles. Dans une ver 

sion pr?c?dente de ce texte [8], par exemple, ND ?tait remplac?e par la condition 

plus forte d'anonymat. Ceci soulevait l'objection que dans de nombreux cas, parmi 

lesquels les mod?les ?conomiques qui ne comprennent que des biens priv?s, la condi 

tion d'anonymat n'est pas appropri?e (voir Maskin [7]). 
(***) Si les pr?ordres individuels sont les cha?nes, P et P* sont naturellement 

?quivalents. 
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tion binaire de la fa?on suivante : Pour tout ?z G A, prenons af(Rx, R2)a. 
Si pour a, be A, a?(Q)b alors prenons a?(f(Rx, R2))b ? moins 

que l'on ait ? la fois b?(Rx)a et b?(R2)a, auquel cas on prendra 

bP(f(Rj, R2))fl. La correspondance sur (R x (R, (Rx, R2) 
-> 

f(Rx, R2) 
satisfait ?videmment IIA et P. De plus, elle satisfait AN et donc triviale 

ment ND(*). Il reste ? montrer que f(Rx , R2) G (RA. De fa?on ?vi 

dente, /(Rj,R2) est compl?te et antisym?trique. Nous devons mon 

trer seulement qu'elle est transitive. Consid?rons {a,b,c}?A. Suppo 
sons a?(f(Rx,R2))b et b?(f(Rx,R2))c. Alors soit 

a?(Rt)b pour i = 
1,2 (6) 

soit a?(Rj)b pour /G {1,2} et a?(Q)b. (7) 

De plus, soit 

&P(R,) c pour i = 
1, 2 (8) 

soit b?(Rf)c pour un / et b?(Q)c. (9) 

Supposons que (6) et (8) soient vraies, par transitivit? des pr?f?rences 
individuelles, aP(Rt)c pour i = 

1, 2, ainsi aP(/(R,R))c. 

Supposons que (6) et (9) soient v?rifi?es, pour un /, aP(R?)b ?(Rf)c. 
Supposons / 

= 
1, alors aP(R)c. Si c?(f(Rx, R2))a, nous devons avoir 

cP(Q)# et c?(R2)a et alors, cP(R2) a?(R2)b, b?(Q) c?(Q)a ; mais par 

hypoth?se, b?(Q) cP(Q)?z implique que (c,a,b) ou (a,b,c) est 

omis, contredisant nos conclusions sur Rx et R2 ; donc aP(/(R1, R2))c. 

Supposons que (7) et (8) soient v?rifi?es, de nouveau 
?zP(R;-) &P(R;-)c 

pour un je {1,2}. Prenons 7 
= 1 ; si c?(f(Rx,R2))a, nous avons, 

par construction, cP(R2)?z et c?(Q)q ; ainsi, Z?P(R2) cJ*(R2)a et 

dP(Q) aP(Q)b. Cette derni?re impliquant que (a,b,c) ou (b,c,a) 
soit omis, ce qui contredit Rx et R2, donc d?(f(Rx,R2))c. 

Supposons que (7) et (9) soient v?rifi?es, par transitivit?, ?zP(Q)c ; 

d'apr?s (7) et par Symmetrie, nous pouvons supposer d?(Rx)b. Si 

c?(f(Rx, R2))a, alors c?(Rx)a et cP(R2)a. Donc, d'apr?s (9), c?(Rx) 

a?(Rx)b et b?(R2) cP(R2)a, ce qui contredit notre hypoth?se sur Q, 
donc ?zP(/(R1?R2))c. 

Dans tous les cas, aP(f(Rx, R2)) c, ce qui ?tablit la transitivit?. 

C.Q.F.D. 

(*) Nous n'avons pas encore ?tabli que f(Rx, R2) est un pr?ordre, mais re 

marquons que les propri?t?s P, IIA, A et ND sont bien d?finies d?s que f(Rx , R2) 
est une relation binaire. 
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Lemme 2. ? Soit (R un domaine ne comprenant que des cha?nes ; pour 

tout (Rl5 R2, R3)G (R3, soit F(R1,R2,R3) la relation binaire d?finie 
sur Atelleque V(a,b)?A, aF(Rx, R2, R3)b ssi # {i/aRtb} G {1, 3}.(*) 

Si la correspondance F est une fonction de pr?f?rence collective ? 
3 personnes, alors que tous les triplets {a,b,c}? A, au moins un ?l? 

ment de chacun des groupes cycliques {(a,b,c), (b,c,a), (c,a,b)} 
et {(a,c,b), (c,b,a), (b,a,c)} est omis de (R. 

D?monstration : Supposons que pour (R, F est une fonction de 

pr?f?rence collective ; alors V (Rx, R2, R3) G (R3, ?(RX, R2, R3) est 
un pr?ordre. Pour B = 

(a, b, c) ? A, choisissons Ra , Rb, Rc G (R de 
sorte que RB 

= 
<a,Z?,c>, RBb 

= 
(b,c,a) et R? 

= 
(c,a,b). Consi 

d?rons l'ensemble (Ra , Rb, Rc). Remarquons que <*F(Ra , Rb, Rc) 
bF(Ra , Rb, Rc)c ; donc l'un des (a,b, c), (b ,c,a) et (c,a,b) doit 
?tre omis. Pour compl?ter la d?monstration, permuter b et c dans le 
raisonnement pr?c?dent. 

C.Q.F.D. 

Nous introduisons les d?finitions suivantes : 

Oligarchie : Si /: (R" -* 
(RA est une fonction de pr?f?rence col 

lective ? n personnes sur (R(C(RA) et (R est non-trivial, alors un sous 
ensemble G = 

{ix,..., im] 
C {1,..., n] constitue une oligarchie ? m 

personnes par rapport ? / si V{a, b}? N((R), V(Rj,..., Rn) G (Rn, 

(V/GGtfP(R7.)6) implique a?(f(Rx,..., Rn))b. 

Remarquons qu'une oligarchie ? une personne est un dictateur. 

Dictature partielle : Si /: <Rn -> 
(Rt est une SWF ? n personnes et 

(R est non trivial, alors un individu z G {1,..., n} est un dictateur par 
tiel par rapport ? H ? {1,..., n}\{i] si V{a, b} ? A V(Rj,..., R?) G fi" 

(Vf, ken, Rf 
= 

Rk) implique (a?(Rt)b) implique a?(f(Rx,..., Rn))b). 

En gros, l'individu z est un dictateur partiel par rapport ? H s'il 
est un dictateur chaque fois que les membres de H sont tous d'accord. 

Nous allons montrer maintenant qu'il suffit de consid?rer seulement 
les SWF d'Arrow ? 2 personnes (**). 

Th?or?me I : Pour un domaine restreint (R(C(R) comprenant 
seulement des chaines et pour tout entier n > 2 il existe une SWF 

(*) Pour tout ensemble Z, ?#(Z)>> signifie le cardinal de Z. 

(**) Je suis redevable ? Kenneth Arrow qui m'a signal? l'int?r?t des dictateurs 

partiels pour le raisonnement suivant. 
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d'Arrow ? n personnes sur (R ssi il existe une SWF d'Arrow ? deux per 
sonnes sur (R. 

D?monstration : Si (R est trivial, le r?sultat est imm?diat. Suppo 
sons que (R est non-trivial. Supposons que f2 est une SWF d'Arrow ? 
2 personnes sur (R. D?finissons une SWF ? n personnes : 

/:<Rn^(RA telle que V(R,,..., Rn) G (R" , 

fn(Rx,..., Rn) 
= 

f2(Ri ' ' R?) 

On v?rifie ais?ment que fn satisfait P, IIA, et ND. Pour traiter l'impli 
cation dans l'autre sens, supposons que fn : Rn -> 

(RA est une SWF 

d'Arrow ? n personnes. 

Supposons d'abord que n > 4, nous affirmons qu'il existe un 

sous-ensemble HC {1,..., n) avec #(H) 
= 2 tel que H n'est pas une 

oligarchie par rapport ? /?. Cette assertion est vraie parce que si G est 
une oligarchie ? 2 personnes, alors J = 

{1,..., n) G n'est pas une oli 

garchie et puisque #(H) > 2 tout sous-ensemble de J ? deux ?l?ments 
est non oligarchique. Pour simplifier, supposons H={n 

? 
l,n}. Si 

aucun individu dans {\,..., n - 
2} n'est un dictateur partiel par rap 

port ? H, construisons fn_x 
: (Rn_1 -> 

<RX telle que : 

V(RI,...,R?_1)Gfi?-'] [/?_1(R1)...,RM_1)=/?(R1,...)R?_1)R?_1). 

On peut facilement v?rifier que fn_x satisfait P et IIA. Nous pou 
vons dire que fn_x est obtenue ? partir de fn en r?duisant les individus 
n ? 1 et n en un seul individu. Aucun individu i G {1,..., n - 2} n'est 
un dictateur pour fn_x parce que par hypoth?se i n'est pas un dicta 
teur partiel pour /? par rapport ? H. L'individu n ? 1 n'est pas un dic 
tateur pour fn_x parce que H n'est pas une oligarchie pour fn. Par 

cons?quent fn_x satisfait ND et est une SWF d'Arrow. Supposons que 
d'un autre c?t? un individu, disons l'individu 1, est un dictateur partiel 
pour fn par rapport ? H. D'abord remarquons que 1 est le seul dicta 
teur partiel par rapport ? H (pour la m?me raison qu'il ne peut y avoir 
au plus qu'un dictateur). Maintenant bien que 1 soit un dictateur partiel, 
il n'est pas un dictateur ? part enti?re pour fn. Par cons?quent, il existe 

un couple {?z, &} G N((R) sur lequel 1 n'est pas un dictateur. Le raison 

nement envisage maintenant deux cas : 

Cas I : 3/ G {2 ,..., n ? 
2} tel que {1, /} n'est pas une oligarchie. 

Sans perte de g?n?ralit?, supposons que / 
= 2. Construisons f*_x ? 

partir de fn en r?duisant les individus 1 et 2 en un seul individu. Choi 

sissons (R15..., Rn) G (R tel que Rx 
= 

R2 , Rn_x 
= 

Rn , a?(Rx)b, 
et aP(Rk)b pour tout k > 2. Parce que 1 est un dictateur partiel pour 

fn par rapport ? [n 
? 

1, n], nous devons avoir a?(fn(Rx,..., Rn))b 
et donc ?zP(/*(R2,..., Rn))b. Par cons?quent aucun individu t>\ 
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n'est un dictateur pour /*_x. L'individu 1 (form? par la r?duction des 

individus 1 et 2 de /?) n'est pas un dictateur parce que {1,2} n'est pas 
une oligarchie. Par cons?quent, f*_x est une SWF d'Arrow. 

Cas II : / G {2,..., n ? 
2}, {1, /} est ^une oligarchie. Parce que 

1 est un dictateur sur {a,b}, il existe (Rx,..., R?) G (R" tel que 

a?(Rx)b et cependant bf(Rx , . . . , Rn)a (avec a et b pouvant per 
muter). Comme #{2,..., n} > 3, soit (a) il existe {/, k} C {2,..., n} 
tel que Rf"'0* 

? 
Rfa,bK 

Si (a) est v?rifi?e, r?duisons / et k en un 

seul individu pour construire f**x. Num?rotons les individus de 
/**x 

de fa?on que 1 de /* corresponde ? 1 de /** . Le fait qu'aucun indi 

vidu autre que 1 puisse ?tre un dictateur pour /** peut ?tre vu en consi 
d?rant l'ensemble (R[,..., R'n) o? R2 

= ... = 
R'n , a?(R[)b, et b?(R2)a. 

Puisque 1 est un dictateur partiel pour fn par rapport ? {n 
- 

1, n}, nous 
avons ?zP(/(Rj,..., R'n))b. Ainsi aucun individu autre que 1 ne peut 
toujours faire valoir sa volont? dans la pr?f?rence collective portant sur 

a et b et ceci naturellement reste vrai quand / et k sont r?duits. 1 n'est 

pas plus un dictateur pour f**t. Nous avons vu que 1 fait pr?valoir sa 

volont? sous /? si on a (Rj,..., Rn). Si maintenant, on r?duit / et 

k (rappelons que Rr,b^ = 
RJ-a,b^) : d'apr?s IAA, nous pouvons sup 

poser que R; 
= 

Rk, de sorte que l'ensemble des pr?f?rences peut ?tre 

r?duit, alors 1 ne fait plus pr?valoir sa volont?. Si (b) est v?rifi?e, agr? 
geons 1 et q pour construire /*_**. L'individu form? ? partir de 1 et q 
n'est pas un dictateur pour f*** parce que 1 et q ne voient pas leurs 

pr?f?rences oout ci et b refl?t?es par la pr?f?rence ^collective quand on 
a 

(Rj,..., Rn) (nous pouvons r?duire (Rx,..., Rn) parce que par 

hypoth?se, RJ-a'b* 
= 

R^a'b^ et donc d'apr?s IAA nous pouvons supposer 

Rx 
= 

R?), 
et par cons?quent l'individu r?duit ne fait pas pr?valoir sa 

volont?. Consid?rons h G {2,..., n}\{q}. Choisissons (R",..., R^) G Rn 
tel que Vf =? h R" = 

Rx, a?(Rx)b et b?(Rf?)a. Si h${n-l,n}, 
alors Rx 

= 
R'?_x 

= 
R^ et puisque 1 est un dictateur partiel par rap 

port ? {n 
- 

1, n} pour fn , a?(fn(FJi ,..., R^))b. Par cons?quent, 
dans ce cas, l'individu correspondant ? h ne fait pas pr?valoir sa vo 
lont? sans /*_*!* Si h G (n 

- 
1, n), alors l'ensemble {2,..., n - 2}\{h] 

n'est pas vide, ainsi {1,..., n ? 
2} constitue une oligarchie pour fn 

(rappelons que par l'hypoth?se du cas II, Vse {2 ,..., n ? 
2}, {1,1} 

est une oligarchie). Ainsi nous concluons encore que aF(fn(Rx,..., R?))b, 
et par cons?quent l'individu correspondant ? h ne fait pas toujours pr? 
valoir sa volont? sous /***. 

En appliquant les raisonnements pr?c?dents de fa?on it?rative, il 
est clair que pour n > 4, s'il existe une SWF d'Arrow ? n personnes 
sur (R, il existe une SWF d'Arrow ? 3 personnes sur (R. Supposons 
donc que n = 3. Si tous les sous-ensembles ? 2 personnes de {1,2,3} 
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sont oligarchiques par rapport ? f3, choisissons {a, b} G N((R) et R G (R 
tel que a?(R)b. D?finissons f2 : (R x (R -* 

(RA telle que pour tout 

(Rx, R2) G <R, f2(Rx, R2) 
= 

f3(Rx, R2, R). Il est ?vident que f2 sa 

tisfait IIA. f2 satisfait P parce que {1,2} constitue une oligarchie 
pour f3. Choisissons Rx, R2 G (R tels que b?(Rx)a et R2 

= 
Rx. 

Puisque {2,3} constitue une oligarchie pour /3, a?(f3(Rx, R2, R))b. 
Donc a?(f2(Rx, R2))b ; ainsi l'individu 1 n'est pas un dictateur pour 

f2. De m?me l'individu 2 n'est pas un dictateur pour f2 et nous concluons 

que f2 est une SWF d'Arrow ? 2 personnes. Finalement, supposons 

qu'un sous-ensemble ? 2 personnes de {1,2,3} n'est pas oligarchique 
par rapport ? f3. Sans perte de g?n?ralit? supposons que {2,3} n'est 

pas oligarchique. Maintenant si 1 est un dictateur partiel par rapport ? 

{2,3}, nous pouvons r?duire 2 et 3 pour construire une SWF d'Arrow 
? deux personnes, compl?tant ainsi la d?monstration. Supposons donc 

que l'individu 1 est un dictateur partiel. Puisque l'individu 1 n'est 

pas un dictateur ? part enti?re pour f3, il existe {?z,fr}GN((R) et 

(R*,R*,R*)G<R" tels que ?zP(R*)Z> mais 6/3(R*, R*, R*)?z. 

Maintenant puisque 1 est un dictateur partiel par rapport ? {2,3}, 
R*U,b} ^ R*ia>b\ Sans perte de g?n?ralit? supposons que b?(R*)a. Si 

{1,2} est une oligarchie pour f3, alors la SWF ? 2 personnes /* : (R x (R -> 
<RA 

d?finie telle que V(Rl5R2)G<R2 f*(R1, R2) 
= 

f3(Rx, R2 , R*). est 
une SWF d'Arrow. (/* satisfait P parce que {1,2} est une oligarchie 
pour f3. 1 n'est pas un dictateur parce que &/*(R*, R2)?z. 2 n'est pas 
un dictateur parce que a?(f2(Rx, R%))b puisque 1 est un dictateur 

partiel pour f3). Nous supposerons donc que {1,2} n'est pas une 

oligarchie. Mais alors nous pensons r?duire 1 et 2 pour construire une 
SWF d'Arrow ? deux personnes pour compl?ter la d?monstration, ? 

moins que 3 soit un dictateur partiel par rapport ? {1,2} pour f3. 
De m?me nous pouvons construire /**(R1, R3) 

= 
f3(Rx, R*> R3) 

(si {1, 3} est une oligarchie) ou ? moins que l'individu 2 ne soit un dic 
tateur partiel, r?duire 1 et 3 (si {1,3} n'est pas une oligarchie) pour 

compl?ter la d?monstration. Il nous reste donc le cas o? les individus 1, 
2 et 3 sont tous des dictateurs partiels par rapport ? leurs compl?ments. 
Le lecteur peut facilement v?rifier que ceci signifie que la SWF f3 est 

la-correspondance F d?finie dans le lemme 2. Choisissons Q G R. Consi 

d?rons le triplet B = 
{a, b, c} ? A. Si QB 

= 
(a,b,c), alors d'apr?s 

le lemme 2 soit (b,c,a) soit (c,a,b) est omis de (R. Donc par le 

lemme 1, il existe une SWF d'Arrow ? deux personnes. 

C.Q.F.D. 

Corollaire : Soit A d?fini comme pr?c?demment, soit (R n'importe 
quelle sous-classe de (RA. Alors pour tout n > 2, il existe sur (R une 
SWF d'Arrow ? n personnes satisfaisant M ssi il existe sur (R une SWF 
d'Arrow ? 2 personnes satisfaisant M. 
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D?monstration : Une fois de plus, le r?sultat est imm?diat si (R est 

triviale, aussi supposons-la non-triviale. La construction de fn ? partir 
de f2 se fait comme pr?c?demment. Le lecteur peut v?rifier que pour 
n > 4, la construction de fn_x ? partir de /? dans la d?monstration 
du th?or?me 1 pr?serve M, et de plus ne d?pend que du fait que les ?l? 

ments de (R sont des cha?nes ; de plus, si tous les sous-ensembles ? deux 

?l?ments de {1,2,3} sont des oligarchies, nous pouvons raisonner 

comme pr?c?demment. Supposons donc qu'un sous-ensemble de deux 

personnes, disons {2,3} soit non oligarchique pour f3. Si 1 n'est pas 
un dictateur partiel par rapport ? {2,3}, nous pouvons r?duire 2 et 3 

pour compl?ter la d?monstration. Donc, supposons que l'individu 1 

est un dictateur partiel. Comme l'individu 1 n'est pas un dictateur ? part 
enti?re pour f3, il existe un couple {a,6}GN(<R) et (R*, R*, R*) G <R" 

tels que a?(Rx)b mais bf3(R*, R*> R*)- Maintenant puisque 1 est un dic 

tateur partiel par rapport ? {2,3}, nous devons avoir (R2)^-a'b^ ?= (R3)^a>b\ 
Sans perte de g?n?ralit?, supposons que 

~ 
al(R*)b. Si {1,2} est une oli 

garchie pour f3, d?finissons alors la SWF ? deux personnes /* 
= (R x (R -> 

(RA 
telle que pour tout (Rx, R2) G (R2, f*(Rx , R2) 

= 
f3(Rx, R2, R*). Il 

est imm?diat que PA, NNR et M sont pr?serv?s par la construction. /* 
satisfait P parce que {1,2} est par hypoth?se une oligarchie. L'individu 
1 n'est pas un dictateur, parce que bf*(R*, R2)a et ?zP(R*)2?. Choisis 
sons R? G (R telle que 

- 
(al(R?x)b) et (R?)^?> =? (R*)^?>. Dans 

le pr?ordre collectif /3(Rj, R3, R3), l'individu 1 fait pr?valoir sa volont? 

(parce que 1 est un dictateur partiel par rapport ? {2, 3}) et donc 2 ne 

fait pas pr?valoir sa volont? entre a et b (remarquer que 2 a une pr?f?rence 
stricte entre a et b). De m?me, 2 ne fait pas pr?valoir sa volont? entre 
a et b dans /2*(RJ, R*). Par cons?quent, 2 n'est pas un dictateur pour 

/* et /* est une SWF d'Arrow. Ainsi nous supposerons que {1,2} n'est 

pas une oligarchie pour f3. Maintenant si l'individu 3 n'est pas un dic 
tateur partiel par rapport ? {1,2}, nous pourrons r?duire 1 et 2 pour 
terminer la d?monstration. Si malgr? tout 3 est un dictateur partiel, nous 
avons alors la contradiction suivante : choisissons Ra, Rb G (R telle que 

a?(Ra)b et b?(Rb)a. Alors: 

d?(f3(Ra ,Rb,Rb))b (parce que 1 est un dictateur partiel) (8) 

b?(f3(Ra, Ra, Rb))a (parce que 3 est un dictateur partiel). (9) 

Mais la transition de (8) ? (9) est une violation de M. Par cons?quent 
l'individu 3 ne peut pas ?tre un dictateur partiel. 

C.Q.F.D. 

Les deux r?sultats suivants ont pour but de montrer que le fait 
de postuler M n'a pas d'effet sur l'existence d'une SWF d'Arrow d?s 
lors que (R ne comprend que des cha?nes. 



166 

Lemme 3 : Si (R C (RA ne comprend que des cha?nes, alors une fonc 

tion de pr?f?rence collective ? deux personnes sur (R qui v?rifie P et IAA, 
v?rifie aussi M. 

D?monstration : Soit / une fonction de pr?f?rence collective sur 

(R v?rifiant P et IAA. 

Consid?rons (Rx, R2), (Ri, R2) G (R2 et {a, b}?A tels que les 

conditions (1) et (2) de la d?finition de M soient v?rifi?es. Supposons 
d'abord que al(f(Rx,R2))b. D'apr?s P, 

soit a?(Rx)b et b?(R2)a (12) 

soit b?(Rx)a et a?(R2)b (13) 

Par sym?trie, nous pouvons supposer que (12) est v?rifi?e. En 

choisissant (Ri,R2), 

soit a?(R[)b et b?(R2)a (14) 

soit a?(Rfi)b pour ? = 
l,2. (15) 

Si (14), alors al(f(R[, R'2))b d'apr?s IIA, si (15), alors a?(f(R[ , R2))b 
d'apr?s P, comme on le souhaite. 

Supposons maintenant que a?(f(Rx, R2))b. Alors d'apr?s P, 

soit a?(Rx)b et b?(R2)a (16) 

soit b?(Rx)a et a?(R2)b (17) 

soit aP(Rx)b et aP(R2)b (18) 

Si (16) ou (17) est v?rifi?e, le raisonnement est le m?me que pr? 

c?demment, si c'est (18) qui est v?rifi?e alors en choisissant (Ri,R2), 
a?(R[)b et aP(R2)b et par cons?quent a?(f(R[, R2))b d'apr?s P. 

Ainsi / v?rifie M. 

C.Q.F.D. 

Th?or?me 2 : Supposons que (R C (RA ne comprend que des 

cha?nes, s'il existe une SWF d'Arrow ? ?-personnes sur (R, alors il existe 
une SWF d'Arrow ? ?-personnes sur (R qui v?rifie M. 

D?monstration : Supposons qu'il existe une SWF d'Arrow ? n 

personnes sur (R, o? (R ne contient que des cha?nes ; d'apr?s le th?o 

r?me 1, il existe une SWF d'Arrow ? 2 personnes sur (R ; d'apr?s le 

lemme 3, cette fonction de pr?f?rence collective v?rifie M ; remarquons 

pour finir que la construction d'une SWF ? ?-personnes ? partir d'une 
SWF ? deux personnes dans la d?monstration du th?or?me 1, pr?serve M. 

C.Q.F.D. 
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Nous allons d?montrer qu'il suffira de consid?rer des fonctions 

de pr?f?rence collective qui ne correspondent qu'? des cha?nes. Pour un 

pr?ordre R G (RA et une relation binaire T transitive et asym?trique sur 

A, d?finissons la relation binaire T(R) sur A comme suit : 

(19) Va G A, aT(R)a 

(20) Va, b G A, a =? b, si al(R)b, alors al(T(R))b ? moins que 
aTb ou bJa, auquel cas alb => ?zP(T(R))Z>. 

(21) Va, be A, si a?(R)b, alors ?zP(T(R))Z?. 

Par construction de T(R), T ?d?partage? par rapport ? R ("is a 

tiebreaker on R"). A chaque fois que les alternatives sont ? ?galit? (i.e. 
tombent dans la m?me classe d'indiff?rence) d'apr?s R, T les d?partage 
si elle classe ces alternatives ; comme T est transitive, il n'est pas diffi 
cile de voir que T(R) est en fait un pr?ordre qui pr?serve toutes les compa 
raisons binaires strictes de R. 

Pour A et (R d?finis comme pr?c?demment, soit / une SWF ? ? 

personnes sur (R, pour toute relation binaire T transitive asym?trique 
sur A, soit fT la SWF ? ?-personnes d?finie comme suit : 

V(R1,..., RJ G (R" , fT(Rx ,...,Rn) 
= 

T(f(Rx,..., Rn)) 

fT est ?videmment une SWF parce que 

V(R1?...,Rn)G(R? fT(Rl,...9Rn)eaA. 

Dictateur potentiel : Si / est une SWF d'Arrow ? ?-personnes sur 

(R, alors l'individu z'G{l,..., ?} est un dictateur potentiel pour / s'il 
existe une relation binaire transitive, asym?trique sur A telle que z est 
un dictateur pour fT. 

Pour que z soit un dictateur pour fT mais pas pour /, il doit exister 
un couple non-trivial {a, b} C A tel que i est un dictateur sur {a, b} 

pour /T mais pas pour /. Ce couple sera appelle critique pour z. Voici 
un exemple simple de dictateur potentiel et de couple critique : Sup 
posons que / est une SWF d'Arrow ? ?-personnes sur <R et qu'il existe 

Rj, R2 G (R tels que pour un {a, b}e N(<R) 

a?(Rx)b, b?(R2)a, a?(f(Rx,R2))b et al(f(Rx,R2))b. (22) 

Remarquons que d'apr?s (22), / v?rifie ND parce qu'aucun individu 
ne peut avoir ses pr?f?rences strictes sur a et b invariablement refl?t?es 

par le pr?ordre social. Cependant, si nous choisissons T tel que bTa, 
remarquons que l'individu 1 devient un dictateur sur {a,b} sous /T. 
En g?n?ral, il est clair que si un couple {a, b] est crucial pour i par rap 
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port ? une SWF d'Arrow ? ?-personnes /, alors il existe (Rx,..., Rn) G (Rn 

tels que : 

~(0l(R,)6) et al(f(Rx,...,Rn))b. 

Lemme 4. - Soit / une SWF sur <R v?rifiant ND. Si {a, b] G N((R) est 

critique pour un z G{1,..., ?}, alors j =? i, {a, b} n'est pas critique 
pour /. 

D?monstration: Supposons que {a,b} est critique pour z et / 
(/</); choisissons (Rx,..., R,,..., Ry,..., Rn) 

G (Rw tel que a?(Rt)b 
et 

b?(Rf)a\ 
si a?(f(Rx,... ,Rn.. .,Rf,... ,Rn))b, alors / ne peut 

pas ?tre un dictateur potentiel pour /, d'o? une contradiction. De m?me 

si 
bV(f(Rx,..., Rp ..., 

R;,..., Rn))a, 
i ne peut pas ?tre un dictateur 

potentiel pour /. Par cons?quent al(f(Rx,..., R?,..., R;.,..., Rn)) b. 

De m?me, al(f(Rx,..., R;,..., Rf,..., Rn))b. Supposons maintenant 

que Tf est une relation binaire transitive asym?trique sur A telle que c 

est un dictateur sur fTi. Si ~ 
(alb ou bTa), alors 

al(fTi(Rl9...,Ri,...,Ri,...9Rn))b, 

contredisant le fait que z pr?f?re b ? a. Nous concluons donc que {a,b} 
ne peut pas ?tre critique pour z et / ? la fois. 

C.Q.F.D. 

Th?or?me 3: S'il existe une SWF d'Arrow ? ?-personnes / sur (R, 

il existe une SWF d'Arrow ? ?-personnes /' sur (R dont le classement 

ne correspond qu'? des cha?nes et qui pr?serve toutes les relations strictes 

de /(i.e. (R15...,RM)G(RW, {a, b} ? A si a?f(Rx,..., Rn))b, alors 

a?(f'(Rx,...,Rn))b). 

D?monstration : Supposons que R est non-trivial ; autrement, le 

r?sultat est imm?diat ; supposons que / est une SWF d'Arrow ? ? 

personnes sur (R. Soit D l'ensemble des dictateurs partiels pour /. Si 

D = 
0, choisissons n'importe quel ordre fort T sur A et prenons /' 

= 
fT. 

On peut v?rifier ais?ment que /' satisfait les propri?t?s P et IIA. /' v? 

rifie ND parce que / n'a pas de dictateur potentiel ; de fa?on ?vidente, 
le classement de /' ne comprend que des cha?nes, et /' pr?serve les re 

lations strictes de /. Si D i= 0, supposons D = 
{is,..., im} ; choisis 

sons 
{(aix ,bh),..., (aim 

, 
bim)} ? N((R) tel que pour tout /, 

(aif, bif) 
est critique pour z;-; 

comme (at , bt ) est critique pour ix, il existe 

(R15...,RW)G(R" tel que 
- 

(a^KR^b^) 
mais 

ahKf(Rx,..., Rn))bh 
. 

Soit Tx la relation binaire asym?trique d?finie seulement sur {at , b? } 

telle que T 1 x ̂  R, 
l 1 . 
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Soit fi=fj ; f\ v?rifie ?videmment P et IIA ; l'individu z;- n'est 
iai ibi } 

pas un dictateur pour fx parce que (fx (Rx,..., Rn)) 
1 l ?= 

R^ 
. 

Aucun autre individu n'est dictateur pour fx, parce que d'apr?s 
le lemme 4, {a? , bt} est critique seulement pour ix et Tx ne touche 

que {at , b?}. Ainsi fx est une SWF d'Arrow sur (R. Il est ?vident 

Que fx pr?serve toutes les relations strictes de / De plus, l'individu ix 
n'est pas un dictateur potentiel pour fx parce qu'il n'est pas un dicta 
teur sur [at , bt} pour tout (fx)T. Comme Tx n'affecte que {at , b?} 
et ainsi ne peut pas introduire ni ?liminer des dictateurs potentiels, les 
dictateurs potentiels pour fx 

sont 
{z2,..., zm}. Par it?ration, nous pou 

vons ?liminer {i2 ,. . . , im] comme dictateurs potentiels et compl?ter ainsi 
le proc?d? en choisissant un ordre fort T comme au d?but de la d?mons 
tation. 

C.Q.F.D. 

Corollaire : Le th?or?me 3 reste valide si nous stipulons de plus que 

/ et /' doivent v?rifier P*, PA, NNR, ou M. 

D?monstration : Il est ?vident que le fait d'appliquer Ta/ n'af 
fecte pas PA, NNR, ou M car les relations collectives strictes ne sont 

pas affect?es. On peut s'assurer que P* est pr?serv?e, simplement en re 

d?finissant fx comme suit : 

V(RX ,..., Rn) G <R" V(a, b) ? A, afx b ssi aT(f(Rx,..., Rn))b 

? moins que Vz a\(R?) b, 

auquel cas prendre al(fT(Rx,..., Rn))b. 

C.Q.F.D. 

3. EXISTENCE D'UNE SWF d'ARROW 

Nous sommes maintenant pr?ts pour notre r?sultat principal : 
une caract?risation de ces domaines ne comprenant que des cha?nes 

qui admettent des SWF d'Arrow. Le th?or?me 1 nous permet de ne 
consid?rer que des SWF ? deux personnes. Le th?or?me 2 nous permet 
d'ajouter ou de supprimer les conditions PA, NNR ou M sans effet sur 
l'existence. L'id?e sous-jacente ? la caract?risation est la suivante : consi 

d?rons un domaine (R ne comprenant que des cha?nes, nous aime 
rions construire une SWF d'Arrow. Si, pour tout couple {a, b} ? A et 

(R15R2)G(R2, soit (a?(Rx)b et a?(R2)b) soit (b?(Rx)a et b?(R2)a), 

12 
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la pr?f?rence collective sur a et b est gouvern?e par la propri?t? de Pareto. 

Si malgr? tout, 

soit a?(Rx)b et b?(R2)a (23) 

soit ?PiR^a et ?zP(R2)?z (24) 

alors il y a un ?conflit? ? r?gler. Nous pouvons ?r?soudre? le conflit 

de (23) en faisant appel ? la relation asym?trique Qx qui d?partage. 
Si, par exemple, aQxb, alors nous prenons comme pr?f?rence collec 

tive sur a et b, a?(f(Rx,R2))b. De m?me, une relation Q2 peut per 
mettre de d?partager dans la r?solution du conflit de (24). Dans cet 

exemple, nous assignons ? Qx de r?soudre le conflit quand a?(R2)b. Plus 

g?n?ralement, si V est une cha?ne choisie sur A et si {o, ?} et un couple 
d'alternatives de A tel que aV?, nous pouvons assigner ? Qx la t?che 

de r?soudre les conflits quand aP(Rj)? et ? Q2 la t?che de les r?soudre 

quand aP(R2)?. Une SWF d'Arrow ? 2 personnes / sur (R dont les 

pr?f?rences ne comprennent que des cha?nes peut donc ?tre enti?re 

ment r?sum?e par un triplet (V,Q1?Q2). Cette repr?sentation de / 
fournit un moyen facile de d?terminer quelles sortes de pr?ordres ne doi 

vent pas ?tre incluses dans (R pour que / v?rifie les conditions d'Arrow. 

Il appara?t que les conditions sur (R n?cessaires pour garantir l'exis 

tence d'une SWF d'Arrow peuvent ?tre exprim?es commod?ment en fonc 

tion des configurations que peuvent avoir V, Qx et Q2. Nous avons 

besoin de la d?finition suivante : 

Coin : Pour V,Q15Q2 sur A et {a, b, c} C A, a est un coin pour 

(b,c) par rapport ? 
(Q?,Qj) 

si pour certains z, /G {1,2} (z pouvant 
?tre ?gal ? /) 

(D aQtb 
(II) cQ?a 

(III) i = 
j ssi (aVb et aVc) ou (bVa et cVa) 

Si a est un coin pour (b, c) et s'il existe une SWF d'Arrow sur 

(R, certaines cha?nes sur {a,b,c} doivent ?tre omises de (R (? savoir, 

(a,b,c) ou (b,c,a)). Par exemple, supposons 

y{a,b,c} 
= 

Q{a.b.c} 
= 

Q{a,b,c} 
= 

<c>ajJ>. 

On peut facilement v?rifier que cette configuration implique que la SWF 

d'Arrow ? deux personnes associ?e doit ?tre anonyme sur {a,b,c} (i.e. 
le pr?ordre collectif de {a,b,c} reste le m?me si l'ordre des individus 

est modifi?), a est ?videmment un coin pour (b,c). Si ni (a,b,c), 
ni (b,c,a) n'est omis, nous obtiendrons la table suivante en utilisant 

Qx, Q2 et la propri?t? de Pareto : 
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Rx R2 /(Rj, R2) 

ab a 

be b 
c a c 

a 

Remarquer que /(Rl5R2) fait un cycle, (i.e n'est pas transitive). 
Le th?or?me suivant, r?sume donc les omissions dues aux coins n?ces 

saires pour emp?cher le pr?ordre social de faire un cycle (cependant la 

condition 1 n'est pr?sente que pour ?viter la dictature). 

Th?or?me 4 : Choisissons n'importe quelle cha?ne V sur A, pour 
tout domaine (R (C (RA) ne comprenant que des cha?nes et pour tout 

entier ? (> 2), il existe une SWF 'd'Arrow ? ?-personnes sur (R ssi il 

existe des relations binaires, antisym?triques et totales Qj et Q2 sur 

A v?rifiant les conditions : 

Cl S'il existe {a,Z>}GN((R) tels que pour {/, k} 
= 

{1, 2}, aQfb 
et bQka et aVb, alors il existe {c,<i}GN((R) tels que cVd et 

cQ?d 
et dQkc. 

C2 Pour tout triplet {a,b,c}? A, si a est un coin pour {b,c}, 
alors soit (a,b,c) soit (b,c,a) est omis de (R. 

C.3 Pour tout triplet {a,b,c}, si a est un coin pour (b, c) par 
rapport ? 

(Q/,Q;) 
et b est un coin pour (c,a) par rapport ? (Qfc,Q?), 

o? i, 7, ke{\,2], alors (b,c,a) est omis de (R. 

D?monstration : Soient V et (R v?rifiant les hypoth?ses pr?c?dentes. 

Conditions n?cessaires : Soit / une SWF d'Arrow ? ?-personnes 
sur (R, d'apr?s les th?or?mes 1 et 3, nous pouvons supposer que ? = 2 
et que le classement de / ne comprend que des cha?nes. Choisissons 
des relations binaires Qj et Q2 sur A telles que : 

Va G A aQta pour z = 
l,2 (25) 

V{a,Z?}?A, si VRG(R a?(R)b, alors a(Qt)b pour z = 
1,2 (26) 

V{a,b}?A, si aWb, aRxb et bR2a, alors (f(Rx,R2)){a'b} 
= 

Q{xa'b} 

V{a,b}?A, si bRxa, aR2b, aVg, alors (f(Rx, R2))^?> 
= 

Q^> (28) 

Qx et Q2 sont bien d?finies par IIA et par le fait que tous les ?l? 
ments de (R sont des cha?nes. Ce sont des relations totales parce que le 
classement de / ne comprend que des cha?nes. Elles sont ?videmment 

antisym?triques. Il reste ? v?rifier que Cl, C2 et C3 sont v?rifi?es: 
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Cl. Remarquons que si N(<R) 
= 

0, Cl est v?rifi?e automatique 
ment. Supposons N(fi) =? 0 et consid?rons {j, k} ={1,2}. Si 

V{?z,&}GN((R), aVb implique aQfi 
et bQka, alors on peut v?rifier 

que l'individu j est un dictateur pour /, ce qui contredit ND. 

C2. Supposons que pour {a,b,c}? A, a est un coin pour (b,c) ; 

consid?rons i,j 
= 

{1,2} qui v?rifient les conditions I-III de la d?fi 

nition d'un coin. Supposons qu'il existe Rx, R2 G (R telles que ?zR^R^ 
et 

bR2cR2a. 

Cas I i =? / 

Sans perte de g?n?ralit?, supposons z = 
l, 7 = 2. A partir de I 

et II, respectivement, aQxb et cQ2a. A partir de III, 

soit aVb et cVa (29) 

soit bWa et aVc (30) 

Si (29), alors af(Rx,R2)bf(Rx,R2)cf(Rx,R2)a, ce qui contredit 
la transitivit?. 

Si (3), alors af(Rx, R2)bf(R2, Rx)bf(R2, Rx)cf(R2, Rx)a, ce qui 
correspond de m?me ? une contradiction. 

Cas II i = 
/ 

Nous pouvons supposer i = 
j 

= 
1, alors cQx aQ2b ; d'apr?s III, 

soit aVb et aVc (31) 
soit bVa et cVa. (32) 

Si (31), alors af(Rx, R2)bf(Rx, R2)bf(Rx, R2)cf(Rx, R2)a ; si 
(32) est v?rifi?e, alors af(R2, Rx)bf(R2,Rx)cf(R2,Rx)a, toutes deux 
contredisent la transitivit?. 

Par cons?quent, C2 est ?tablie. 

C3. Supposons que pour {a,b,c}? A, a est un coin pour (b,c) 
par rapport ? (Q/, Q;.) 

et que b est un coin pour (c,a) par rapport ? 

(Q*:, Q/) ; supposons qu'il existe, en violation de C3, R G (R tel que bRcRa. 

Cas I i ?= j 

Supposons, sans perte de g?n?ralit? que z = 1 et / 
= 

2, c'est-?-dire, 
aQxb et cQ2a ; parce que aQxb, il existe R'G (R tel que aRfb. D'apr?s 
III, soit (29) soit (30) est v?rifi?e. 

Sous-cas 1.1 : (29) v?rifi?e. 

af(R',R)b puisque aQxb, aR'b et aVb ; de m?me, cf(R',R)a 
parce que cRa, cVa, et cQ2a ; par transitivit?, cf(Rf, R)b. Puisque 
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bRc, cf(Rf,R)b implique que 

soit cQxb et cVb (33) 

soit cQ2b et bVc (34) 

Si (33), alors d'apr?s I de la d?finition d'un coin, fQ2c. Puisque 

bQ2c, aQxb et aVb, nous avons d'apr?s III, bVc ce qui contredit (33). 

(34) implique cependant que cVaVbVc, ce qui est impossible ; nous 

pouvons donc ?liminer le sous-cas 1. 

Sous-cas 1.2 : (30) v?rifi?e. 

Reprendre le raisonnement du sous-cas 1.1, mais consid?rer /(R,R;) 
? la place de /(R', R). Nous obtenons la m?me contradiction. 

Cas II i = 
/ 

Par sym?trie, nous pouvons supposer z = 
/ 

= 
1, c'est-?-dire, cQxaQxb ; 

puisque aQxb, il existe R'G R tel que aR'b, d'apr?s III de la d?finition, 
d'un coin, (31) ou (32) est v?rifi?e. 

Sous-cas IL 1 : (31) v?rifi?e. 

af(R', R)b et cf(R',R)a par d?finition de Q15 ainsi par transi 

tivit?, nous devons avoir cf(Rf,R)b de sorte que cR'b. En cons?quence, 
soit (bVc et cQ2b) soit (cVb et. cQ\b). Mais, puisque b est un coin 

pour (QfcjQ,.) et z = 
1, nous devons avoir, d'apr?s III, soit (cVb et 

bQxc) soit (bVc et bQ2c), ce qui est une contradiction. 

Sous-cas IL 2 : (32) v?rifi?e. 

Reprendre le raisonnement pour le sous cas II. 1 en rempla?ant 

/(R,R') par /(R', R). 

Avec le sous-cas II.2, nous avons ?puis? tous les cas qui permettent 
d'?tablir C3. La d?monstration de la n?cessit? des conditions est donc 

compl?te. 

Conditions suffisantes 

Supposons que A, V et (RA d?finis comme pr?c?demment, il existe 

Qx et Q2 sur A v?rifiant les hypoth?ses. Il suffit, d'apr?s le th?or?me 1, 
d'exhiber une SWF d'Arrow ? 2 personnes sur (R. 

Pour tout R, R2G(R, d?finissons la relation binaire /(Rl5R2) 
comme suit : 

Va G A a/(R1?R2)a (35) 

V{a,b}?A, a?(f(Rx,R2))b (36) 

ssi soit (a) aRxb et aR2b soit (b) (aRxb, aVb, aQxb) ou (bVa, 

aR2b, aQ2b). 
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Par construction, f(Rx, R2) est totale et antisym?trique. 

Consid?rons la correspondance 

(R15R2) ^/(R1?R2) 

De fa?on ?vidente, la correspondance / v?rifie P et IIA. Si N((R) 
est vide, alors / est trivialement non-dictatorial. Si N(<R)^0, alors 

d'apr?s Cl, soit il existe {a,&}GN((R) tel que aQxb et aQ2b (auquel 
cas, un individu qui pr?f?re b ? a voit cette pr?f?rence refl?t?e par 

/(Rj, R2) seulement si l'autre individu y concourt), soit il existe {a,b}, 

{c,d}GN((R) tel que aQ^, bQxa, aVb, cQ2d, dQxc et cVd (auquel 
cas, l'individu 1 est un dictateur sur {a,b}, pendant que l'individu 2 est 
un dictateur sur {c,d}). Dans chacun des cas, ND est v?rifi?e. Il reste 

seulement ? montrer que / est une SWF ; i.e., que f(Rx, R2) est tran 

sitive pour tout (Rj,R2)G(R2 et certains sous-ensembles de 3 alterna 

tives B = 
{a,b,c} pour lequel aVbVc, 

soit af(Rx, R2)bf(Rx, R2)cf(Rx, R2)a (37) 

soit af(Rx, R2)c/(R1, R2)bf(Rx, R2)a (38) 

Les deux possibilit?s conduisent ? des contradictions. Nous le d? 

montrerons seulement pour (37). Le raisonnement est tr?s similaire pour 

(38), il est laiss? au lecteur. Supposons donc que (37) est v?rifi?e. 

Casi : 
bQxa 

et 
bQ2a 

Puisque af(Rx,R2)b, nous avons aRxb et aR2b ; comme 

c/(Rj,R2)a, soit cRxa soit cR2a. Si les deux sont vraies, alors 
RB = RB = 

(c,a,b), et donc, d'apr?s P, cf(Rx,R2)b, 
ce qui contre 

dit (37). Par cons?quent aRxc ou aR2c. Par sym?trie nous pouvons 

supposer aRxc. Alors R2 
= 

(c,a,b) et cQxa. Comme bf(Rx,R2)c, 
nous en d?duisons bRxc et bQxc. Ainsi, RB = 

(a,b,c) et bQxcQxa. 
Remarquons que c'est un coin pour (a,b). Par cons?quent soit (c,a,b) 
soit (a,b,c) est omis, ce qui contredit les d?ductions pr?c?dentes. 

Donc le cas I est impossible. 

Cas II : 
aQxb 

et 
bQ2a 

Comme af(Rx,R2)b, nous en d?duisons que aRxb. Si aR2b, nous 

en d?rivons une contradiction comme dans le cas pr?c?dent, donc Z?R2a. 

Sous-cas II. 1 : 
cQxa. 

Remarquons que (39) a est un coin pour (b, c) par rapport ? (Qx, Q2). 
Si cRxa, alors cRxb et ainsi bR2c et bQ2c puisque ?(Rx,R2)c ; 

ceci implique que b est un coin pour (c,a) par rapport ? (Q^Q^, 
ce qui, ? son tour, signifie d'apr?s (39) que (b,c,a) est omis et donc 
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RB = 
(b,a,c) et cQ2a. Alors c'est un coin pour (a,b) par rapport 

? (Q2,Q2) ce qui implique, d'apr?s III que (c,a,b) est omis, contre 

disant l'hypoth?se cRxa. 
Par cons?quent, nous devons avoir aRxc, cR2a 

et cQ2a. Si cRxb, alors bR2c et bQ2c de sorte que RB = 
(b,c,a) 

et b est un coin pour (c,a) par rapport ? (Q_2,QX) impliquant avec 

(39) que (b,c,a) ce qui est une contradiction. Ainsi, nous avons bRxc ; 
i.e. RB = 

(a,b,c). Si bQxc, alors c est un coin pour (a,b) par rap 

port ? (Q2,QX) de sorte que (a,b,c) est omis, ce qui est une contra 

diction. Par cons?quent cQxb et donc bR2c (i.e. R2=(b,c,a)) 
puisque bf(Rx,R2)c. (39) implique, cependant, que (a,b,c) ou 

(b,c,a) est omis, ce qui est une contradiction. Ainsi le sous-cas II. 1 

est impossible. 

Sous-cas II.2 : 
aQ^. 

Puisque cf(Rx,R2)a, 
nous avons 

cRxa. Donc, RB = 
<c,a,6> 

et, par cons?quent, bR2c et bQ2c (ainsi R2=(b,c,a) puisque 

bf(Rx,R2)c: mais alors b est un coin pour (c,a) impliquant que* 
soit (c,a,b) soit (b,c,a) est omis, ce qui est une contradiction. Le 
sous-cas IL2 est ainsi ?limin?, ceci compl?tant la d?monstration du cas IL 

Cas III : 
bQxa 

et 
aQ2b 

(sym?trique du cas II) 

Cas IV : 
aQxb 

et 
aQ2b 

Si aRxb, reprendre alors le raisonnement du cas II (remarquer 
que l'on utilise jamais le fait que aQ2b). Ainsi supposons bRxa. Puique 

af(Rx,R2)b, nous avons aR2b. Permuter maintenant les indices 1 et 
2 et proc?der comme dans le cas II pour terminer la d?monstration. 

C.Q.F.D. 

Une conclusion presque imm?diate du th?or?me 4 est le th?or?me 

d'impossibilit? de Arrow. 

Triplet libre : Pour (R C <RA, une sous-ensemble {a, b, c} ? A est 
un triplet libre par rapport ? <R si aucune cha?ne sur {a,b,c} n'est 
omise de (R. 

Corollaire (Arrow) : Il n'existe pas de SWF d'Arrow sur <RA. 

D?monstration : Soit V une cha?ne sur A. Soit <RA qui ne comprend 
pas toutes les cha?nes sur fiA. S'il existe une SWF d'Arrow ? ?-personnes 
sur (RA, alors la restriction /* de / ? (RA est ?videmment aussi une 
SWF d'Arrow. Appliquant le th?or?me 4 ? /*, il existe Qx et Q2 sur 
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A v?rifiant Cl, C.2 et C.3. Soit /* La SWF d'Arrow ? deux personnes 
construite ? partir de Qx et Q2 comme dans la d?monstration du th?o 

r?me 4. Consid?rons un couple {a0,?0}CA; pour c G A\{a0, b0}, 
C = 

{a0, b0, c} est un triplet libre. On peut v?rifier que les seules confi 

gurations de Qe et Q2 qui n'impliquent pas que l'un des a0, b0 et c 

soit un coin sont (Q? 
= 

Ve, Qe 
= 

(V"1)0) et (Q? 
= 

(V1)0^ 
= 

Ve). 
La premi?re configuration implique cependant que l'individu 1 est un - 

dictateur sur C pour /* tandis que la seconde fait de l'individu 2 un 

dictateur. Puisque l'une des deux configurations doit ?tre vraie (<RA est 
sans restrictions), supposons, sans perte de g?n?ralit?, que c'est la pre 

mi?re ; i.e. que l'individu 1 est un dictateur. En particulier l'individu 1 
est un dictateur sur {a0,b0}. Consid?rons un couple {c0, d0}CA ; 

pour simplifier, supposons {a0, b0} n {c0, d0} 
= 

0 (si ceci n'est pas 

vrai, le raisonnement est plus rapide). En raisonnant comme pr?c?dem 
ment, il y a un dictateur sur {a0, b0, c0}, et ainsi l'individu 1 est ce 

dictateur. En particulier, 1 est un dictateur sur {a0, c0} et ainsi sur 

{a0,b0,c0} et {c0,d0}. Par cons?quent 1 est un dictateur sur tout 

couple d'alternatives, en violation de ND. 

C.Q.F.D. 

Remarque : A partir de cette approche du th?or?me d'Impossi 

bilit?, il serait tr?s facile de voir ce qui se passe. En nous restreignant 
? un triplet d'alternatives, nous voyons que la condition de transitivit? 
sera viol?e (d'apr?s la condition C.2) s'il n'y a pas de dictateur sur ce 

triplet ; de plus nous ne pouvons pas avoir des dictateurs diff?rents 
sur diff?rents triplets parce qu'autrement nous rencontrerions des contra 

dictions aux intersections de ces triplets. Par cons?quent, un individu 
doit ?tre un dictateur sur tous les triplets : ND ne peut pas ?tre v?rifi?e. 

Le th?or?me 1 sugg?re encore une d?monstration diff?rente du 

th?or?me de Arrow. Le fait de se ramener ? deux individus simplifie 
consid?rablement l'analyse ; ceci sugg?re que r?duire le nombre d'alter 
natives serait, si cela ?tait possible, avantageux. Le r?sultat suivant in 

dique que nous pouvons en v?rit? ne consid?rer que trois alternatives. 

Th?or?me 4a : Soit A un ensemble fini d'alternatives contenant au 

moins trois ?l?ments. Si pour un entier ? > 2, il existe une SWF d'Arrow 
? ?-personnes sur 

(RA, alors il existe un sous-ensemble BCA avec 

#(B) 
= 3 tel qu'une SWF d'Arrow ? deux personnes existe sur (RB. 

D?monstration : Supposons que / est une SWF d'Arrow ? ?-personnes 
sur <RA. D'apr?s le th?or?me 1, nous pouvons supposer que ? = 2 ; si 

#(A) 
= 

3, nous avons termin? ; si #(A) > 4, choisissons un a G A et 

consid?rons la SWF / sur (RA\{a} obtenue ? partir de / en omettant 
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a de tous les pr?ordres de (RA. /A v?rifie ?videmment IIA et P. Si /A 
v?rifie ND, nous avons r?duit, avec succ?s, le nombre d'alternatives de 

1. Supposons, cependant, que le m?me individu, ?disons, l'individu 1 ? 

est un dictateur pour fa. Alors 1 est un dictateur, pour /, sur tout 

compte d'alternatives ne comprenant pas a. De plus, il existe une alter 

native b e A\{a} telle que 1 n'est pas un dictateur pour / sur {a,b}. 
Choisissons un ceA\{a.b}. Consid?rons fc sur (RA\{c} d?finie par 

analogie avec fa. L'individu 1 n'est pas un dictateur pour fc parce que 

{a,b} ?A\{c} et 1 n'est pas un dictateur sur {a,b}. Choisissons 

d G A\{a, b, c] (d existe puisque #(A) > 3). L'individu 2 n'est pas 
un dictateur pour fc parce que 1 est un dictateur sur {b,d}. Par cons? 

quent fc est une SWF d'Arrow ? deux personnes. En proc?dant par 

it?rations, nous pouvons r?duire le nombre des alternatives ? 3. 

C.Q.F.D. 

Remarque : D'apr?s le th?or?me 4a, le th?or?me de Arrow se d? 

duit de l'?tude du cas ? deux personnes et trois alternatives. 

4. EXEMPLES 

Bien que les conditions du th?or?me 4 puissent sembler compli 

qu?es, elles simplifient consid?rablement la recherche d'une SWF d'Arrow 
sur un domaine en reliant explicitement les fonctions de pr?f?rence 
collective aux conditions requises pour le domaine. Dans un texte d'il 

y a presque vingt ans, Blau [3] exhibe un exemple d'un domaine admet 
tant un triplet libre pour lequel existe une SWF d'Arrow. En renfor?ant 
l'exemple de Blau, nous allons exhiber maintenant un domaine pour lequel 
toutes les alternatives appartiennent ? un triplet libre et qui admet ce 

pendant une SWF d'Arrow. Nous pensons que notre exemple permettra 
d'illustrer l'utilit? des conditions du th?or?me 4 pour analyser rapidement 
un domaine. 

Th?or?me 5: Il existe A et <R(?(RA) tels que {a,b,c}?A, 
{a,b,c} n'est pas un triplet libre et tels qu'il existe, pour tout ?, une 

SWF d'Arrow ? ?-personnes sur (R. 

D?monstration : Soit A = 
{a, b, c, d, e} et (R = 

{Rx, R2, 
. . . . R36} 

avec : 
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Rx 
= 

(a,b ,d,e,c) R19 
= 

(c,a,b ,d,e) 

R2 
? 

(a,b, e,d,c) R20 
= 

(a,c,b,d,e) 

R3 
= 

(a,d,b,e,c) R2X 
= 

(c,a,b ,e,d) 

R4 
= 

(b,e,d,c,a) R22 
= 

(a,c;b,e,d) 

R5 
= 

(b ,e,d,a,c) R23 
= 

(c,a,d,b ,e) 

R6 
= 

(b,d,e,c,a) R24 
= 

(a,c,d,b,e) 

R7 
= 

(b,d,e,a,c) R25 
= 

(c,b ,e,d,a) 

R8 
= 

(d,b,e,c,a) R26 
= 

(c,b ,d,e,a) 

R9 
= 

(d,b ,e,a,c) R27 
= 

(c,d,b,e,a) 

R10 
= 

(c,a,e,b,d) R28 
= 

(a,e,b ,d,c) 

Rxx 
= 

(a,c,e,b,d) R29 
= 

(a,e,d,b,c) 

R12 
= 

(c,a,e,d,b) R30 
= 

(a,d,e,b,c) 

Rx3 
= 

(a,c,e,d,b) R31 
= 

ie,b,d,c,a) 

R14 
= 

(c,a,d,e,b) R32 
= 

(e,b,d,a,c) 

R1S 
= 

(a,c,d,e,b) R33 
= 

(d,e,b,c,a) 

R16 
= 

(c,e,b,d,a) R34 
= 

(d,e,b,a,c) 

R17 
= 

(c,d,e,b,a) R35 
= 

(e,d,b ,c,a) 

R18 
= 

(c,e,d,b,a) R36 
= 

(e,d,b ,a,c) 

La premi?re ?tape dans l'analyse du domaine est de faire la liste 

des cha?nes omises sur les triplets, pour (R, ce sont : 

(R.l) (b,a,d) et id,a,b) pour {a,6,d} 

(R.2) (a,b,e) et (e,a,b) pour {a,Z?,e} 

(R.3) (d,a,e) et (e,a,d) pour {a,d,e} 

(R.4) (b,c,e) et (e,c,b) pour {6,c,e} 

(R.5) (b,c,d) et (d,c,b) pour {c,d,e} 

(R.6) (d,c,e) et (e,c,d) pour {c,d,e} 

Remarquons ? partir de cette table, que {a,b,c], {a,c,d}, {a, c, e} 
et {b,d,e} sont des triplets libres; ainsi toute alternative appartient 
? un triplet libre. Choisissons V = 

(a,b,c,d, e) ; s'il existe une SWF 

d'Arrow sur (R, alors il existe Qx et Q2 sur A v?rifiant Cl, C.2 et 

C.3. Remarquons que toutes les configurations de Qx, Q2 et V des 

hypoth?ses de C.2 ? C.7 impliquent l'omission d'au moins une cha?ne. 

Par cons?quent, si {x,y,z} est un triplet libre, Qj*'^} 
et Q?*?>w 

doivent v?rifier : 

Q{x,y,z} 
= 

(Q{x,y,z}yl et Q{x,y,z] ?. ?y{x,y,z} (yi^^.z^-l-j. 
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Nous avons donc pour i = 
{1,2} 

Q{a,b,c}e {iayb9C)9 (c,b,a)} 

Q{a,c,d}e {(aiC7d), (d,c,a)} 

Q\a'c>e} e{(a,c,e),(e,c,a)} 

Q{b,d,e}e {tb9d9e),<e,d,b)} 

Par sym?trie, nous pouvons supposer Q^a'b,c^ 
= 

(a,b ,c). Alors 

aQjC, ainsi 
Q?a'c'd^ 

= 
(a,c,d) et 

Q\a'c'e^ 
= 

ia,c,e) (et d?sormais 

Q{a,c,d} 
= 

(d,c,a),Q?a>b>c} 
= 

(c,b,a),Q[a'c^ 
= 

(e,c,a)). 

Maintenant si 
Q?b'd>e} 

= 
(b,d, e), et 

Q{xa>b>d} 
= 

(a,b,d). Nous 
en d?duisons que Qx 

= 
(a, b, c, d, e) et Q2 

= 
(e_, d, c, b, a), une vio 

lation de Cl. Par cons?quent nous devons avoir 
Q\b'd,e* 

= 
(e,d,b), 

d'o? nous d?duisons que Qy>*d>es 
= 

(b,d,e) et : 

(R.l*) (?i*'*'*} 
= 

(a,d,b) 

Q?a>b>d} 
= 

(b,d,a) 

(R.2*) Q\a>b>e? 
= 

(a,e,b) 

Q{a,b,e} 
= 

(o^^a) 

(R.3*) Q{d^*> 
= (a,e,d) 

Q{e,a,d} 
= 

{diefa) 

(R.4*) bQx cQx eQxb 

cQ2 b Q2 e Q2 c 

(R.5*) bQx dQx cQxb 

cQ2 bQ2 d Q2 c 

(R.6*) Q?c>d>e} 
= 

(c,e,d) 

Q{c,d,e} 
= 

{e9Cid) 

Maintenant d'apr?s R.l*, R.2*, R.3*, R.6* et C.2 nous concluons 

que (b,a,e), (e,a,b), (d,a,e), (e,a,d), (d,c,e) et (e,c,d) sont 

omis, ce qui s'accorde avec (R.l), (R.2), (R.3) et (R.6). D'apr?s R.4*, 
R.5* et C2, nous concluons que (b, c, e), (e, c, b), (b, c, d) et (d,c,b) 
sont omises, ce qui s'accorde avec R.4 et R.5 ; ainsi Qj et Q2 v?rifient 
les conditions C2 et C.3. De plus, il est ?vident que {a,d}, {d,b}e N(<R) 
et aVd, aQxd, dQxa, bVd, dQxb, bQ2d, ainsi Cl est v?rifi?e et d'apr?s 
le th?or?me 4, il existe une SWF d'Arrow ? ?-personnes sur (R pour tout ?. 

C.Q.F.D. 
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Nous d?montrons maintenant, qu'au rebours du th?or?me 5, m?me 

si aucun triplet d'alternatives ne constitue un triplet libre, il peut encore 
ne pas exister une SWF d'Arrow sur un domaine donn?. 

Th?or?me 6 : Il existe A et un domaine (R (C (RA) pour lesquels 
aucun triplet d'alternatives n'est un triplet libre tels que, V? "> 2, il 

n'existe aucune SWF d'Arrow ? ?-personnes sur (R. 

D?monstration : De nouveau, la d?monstration se fait en citant 

explicitement un exemple. Soit A= {x,y,z,w} et (R(?<RA) tels que 
R= 

{R15R2,...,R13} 
avec: 

Rx 
= 

(x,z,y,w) R7 
= 

(y,x,w,z) 

R2 
= 

(y, w, z, x > R8 
= 

(y, x, z, w > 

R3 
= 

(y,z,w,x) R9 
= 

(w,x,z,y) 

R4 
= 

(y,w,x,z) R10 
= 

(w,z,x,y) 

R5 
= 

(z,y,w,x) Rxx 
= 

(z,w,x,y) 

R6 
= 

(y,z,x,w) R12 
= 

(w,z,y,x) 

Rx3 
= 

(z,w,y,x) 

La liste des cha?nes omises sur les triplets est, comme on peut le 

v?rifier: (x,y,z), (x,w,y), (z,x,w) et (w,y,z) (i.e. une cha?ne 

omise pour chaque triplet d'alternatives). Choisissons V = 
(x,y, z, w). 

Supposons qu'il existe Qx et Q2 sur A v?rifiant les conditions C.2 et 

C.3 du th?or?me 4. Puisque seul (x,y,z) est omis pour le triplet 

(x, y, z>, une des conditions suivantes doit ?tre v?rifi?e : 

(X.l) Qx 
= 

(z,x,y) Q2 
= 

(z,x,y) \ 

(X.2) Qx 
= <y,z,x) Q2 

= (y,z,x) I si C.2 s'applique ; 

(X.3) Qx=(z,y,x) Q2 
= 

(z,x,y,z) i siniC2niC3ne 

(X.4) Qj 
= 

(z,x,y,z) Q2 
= 

(z,y,x) ) s'appliquent (i.e. un 

(X.5) Q.=<x,>-,z> Q2=<z,y,x) ) individu est un 

[ dictateur sur 
(X.6) Qx 

= (z,y,x) Q2 
= (z,y,x) ) {x^y^z})), 

C3 ne s'applique pas parce qu'elle entra?ne l'omission de plus d'une 
cha?ne par triplet; de m?me, pour {x,y,w}, {y,z,w}, et {x,z,w}, 
l'une des conditions Y, Z, W suivantes doit ?tre v?rifi?e : 
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si C.2 s'applique 

si C.2 s'applique 

{x,y,w} 

(Y.l) Q1 
= 

(y,x,w) Q2 
= 

(y,x,w) 

(Y.2) Qx 
= 

(w,y,x) Q2 
= 

(w,y,x) 

(Y.3) Qx 
= 

(w,y,x) Q2 
= 

(y,x,w) 

(Y.4) Qt 
= 

(y,x,w) Q2 
= 

(w,y,x) 

(Y.5) Qj 
= 

(x,y,w) Q2 
= 

(w,y,x) 
j 

si ni C.2 ni C.3 

(Y.6) Qx 
= 

(w,y,x) Q2 
= 

(x,y,w) ) 
ne s'appliquent 

(Z.l) Qx 
= 

0>,z,w> Q2 
= 

(y,z,w) 

(Z.2) Q1 
= 

(z,w,y) Q2 
= 

(z,w,y) 

(Z.3) Qj 
= 

0>,.z,w> Q2 
= 

(z,w,y) 

(Z.4) Qj=<z,w,.y> Q2 
= 

<.y,z,w> 

(Z.5) Qj=(.y,z,w> Q2=(w,z,y> ) ? ni C.2 ni C.3 

(Z.6) Qx 
= 

(w,z,y) Q2 
= 

(y,z,w) ) 
ne s'appliquent. 

{x,z,w} 

(W.l) Qx=(x,w,z) Q2=(x,w,z) 

(W.2) Qj 
= 

(w,z,x) Q2 
= 

(w,z,x) 

(W.3) Qj 
= 

(w,z,x) Q2 
= 

Oc,w,z> 

(W.4) Q1=<x,w,z> Q2 
= 

(w,z,x) 

(W.5) Qj 
= 

(x,z,w) Q2 
= 

(w,z,x) 
j 

? ni C.2 ni C.3 

(W.6) Qj 
= 

<w,z,x> Q2 
= 

(x,z,w> j 
ne s'appliquent. 

On peut v?rifier (au terme d'un travail simple mais un peu fastidieux) 
que les seules paires (Qj,Q2) qui v?rifient chacune des conditions 

x,y,z et w sont : 

(E.l) Qj 
- 

(x,yyz,w) Q2 
= 

(w,z,y,x) 

(E.2) Q2 
= 

(w,z,y,x) Q2 
= 

(x,y,z,w) 

Mais (E.l) et (E.2) violent tous les deux Cl (E.l implique que 
l'individu 1 est un dictateur ; E.2 implique que l'individu 2 est un dicta 

teur). Ainsi il n'existe pas de SWF d'Arrow sur (R. 

si C.2 s'applique 
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